
Ω

  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

Ν. ΤΣΟΥΡΜΑΣ   Κ. ΑΘΑΝΑΣΙΟΥ

Π. ΑΡΒΑΝΙΤΑΚΗΣ   Β. ΚΑΡΑΝΑΣΟΣ

Γ. ΒΑΡΔΑΚΑΣΤΑΝΗΣ Ε. ΣΤΟΓΙΑΝΝΗΣ



iii 

Πξόινγνο 

Αληηθείκελν ηεο επηζηήκεο ησλ Μαζεκαηηθώλ είλαη ε κειέηε ζεκάησλ ζρεηηθώλ 

κε ηε δνκή (ηα ζρήκαηα), ηελ πνζόηεηα (ηνπο αξηζκνύο), ην ρώξν, ηε κεηαβνιή, ηηο 

ζρέζεηο όισλ ησλ κεηξήζηκσλ αληηθεηκέλσλ ηεο πξαγκαηηθόηεηαο θαη ηεο θαληαζίαο 

καο. Ζ κειέηε ηνπ ρώξνπ θαη ηνπ ζρήκαηνο, πνπ μεθίλεζε από αζηξνλνκηθέο 

παξαηεξήζεηο (Βαβπιώληνη) ή θαη από κεηξήζεηο εκβαδώλ (Αηγύπηηνη), ζεκειηώζεθε 

ήδε λσξίο ζηε γεσκεηξία ηνπ Δπθιείδε, ην έξγν ηνπ νπνίνπ ππήξμε ίζσο ν πξώηνο 

κεγάινο ζηαζκόο ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ, θαζώο εηζήγαγε ηελ αμησκαηηθή 

κέζνδν.  

Σα πην αξραία καζεκαηηθά θείκελα πνπ είλαη δηαζέζηκα είλαη ηα Βαβπισληαθά 

Μαζεκαηηθά (πηλαθίδα Plimpton 322, ~1900 π.Υ.), θαη ηα Αηγππηηαθά Μαζεκαηηθά 

(ν Πάππξνο Μαζεκαηηθώλ Rhind, ~2000-1800 π.Υ. θαη ν Πάππξνο Μαζεκαηηθώλ 

Μόζραο ~ 1890 π.Υ.). Ωζηόζν, ε κειέηε ησλ Μαζεκαηηθώλ σο έλα απηνηειέο πεδίν 

άξρηζε πξάγκαηη ηνλ 6ν αηώλα π.Υ. κε ηε ΢ρνιή ησλ Ππζαγνξείσλ, πνπ πηζηώλνληαη 

θαη ηνλ όξν «Μαζεκαηηθά», από ηελ αξραία ειιεληθή ιέμε «κάζεκα», πνπ ζεκαίλεη 

«πεδίν κάζεζεο». Οη αξραίνη Έιιελεο Μαζεκαηηθνί ζε κεγάιν βαζκό εμεπγέληζαλ 

ηηο κεζόδνπο (θπξίσο κέζσ ηεο εηζαγσγήο ηεο επαγσγηθήο ινγηθήο θαη ηεο 

καζεκαηηθήο αθξίβεηαο ζηηο απνδείμεηο) θαη επέθηεηλαλ ην πεδίν ηεο ύιεο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ. 

΢ην βηβιίν ησλ Μαζεκαηηθώλ θαηεύζπλζεο ηεο Β΄ ιπθείνπ ζα παξνπζηάζνπκε 

ηελ ύιε πνπ πξνβιέπεηαη από ην πξόγξακκα ζπνπδώλ ηεο Β’ ηάμεο ηνπ Γεληθνύ 

Λπθείνπ. Σν βηβιίν απνηειείηαη από ηέζζεξα θεθάιαηα. Σν πξώην απνηειεί κηα 

εηζαγσγή ζην Γηαλπζκαηηθό Λνγηζκό. Σα δηαλύζκαηα έρνπλ ηδηαίηεξε ζεκαζία όρη 

κόλν γηα ηα Μαζεκαηηθά αιιά θαη γηα πνιιέο άιιεο επηζηήκεο, αθνύ πξνζθέξνπλ ηε 

δπλαηόηεηα «καζεκαηηθνπνίεζεο» κεγεζώλ, ηα νπνία δελ νξίδνληαη κόλν κε ηελ 

αξηζκεηηθή ηηκή ηνπο. ΢ην δεύηεξν θεθάιαην, αθνύ δνζεί ν νξηζκόο ηεο εμίζσζεο 

κηαο γξακκήο, κειεηώληαη νη ηδηόηεηεο ηεο επζείαο. ΢ηε ζπλέρεηα ζην ηξίην θεθάιαην 

ζπλερίδεηαη ε ύιε ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο κε ηε ζπνπδή ησλ θσληθώλ ηνκώλ, 

ελώ ηέινο ην ηέηαξην θεθάιαην απνηειεί κία εηζαγσγή ζηε Θεσξία Αξηζκώλ. 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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΢ην βηβιίν έρνπλ παξνπζηαζηεί κε καζεκαηηθή απζηεξόηεηα νη απαξαίηεηνη 

νξηζκνί, ηα ζεσξήκαηα θαη νη έλλνηεο πνπ απνηεινύλ ηνλ θνξκό νξηζκέλσλ 

θεθαιαίσλ, αιιά ζπγρξόλσο έρεη δνζεί κεγάιε έκθαζε ζηελ παξνπζίαζε 

ππνδεηγκαηηθά ιπκέλσλ παξαδεηγκάησλ. ΢ε θάζε θεθάιαην έρεη γίλεη πξνζπάζεηα, 

ώζηε ν αλαγλώζηεο λα ελεκεξσζεί ζε βάζνο γηα ηε ζεσξία θαη ηηο δηάθνξεο κεζόδνπο 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ, αιιά θαη λα εθνδηαζηεί κε ηόζα πνιιά ιπκέλα 

παξαδείγκαηα, ώζηε λα απνθηήζεη κηα επρέξεηα γηα ηελ επίιπζε ησλ άιπησλ 

αζθήζεσλ. ΢ην ηέινο θάζε θεθαιαίνπ, ππάξρεη πιεζώξα άιπησλ αζθήζεσλ γηα ηελ 

πιεξέζηεξε εμάζθεζε ηνπ καζεηή, θαζώο θαη ελδεηθηηθά πξνηεηλόκελα 

δηαγσλίζκαηα πξνόδνπ. 

Σν βηβιίν απηό είλαη απνηέιεζκα ηεο ζπζζσξεπκέλεο εκπεηξίαο πνπ έρεη 

ζπγθεληξώζεη ε πνιπκειήο νκάδα καζεκαηηθώλ ηνπ θξνληηζηεξίνπ κέζεο 

εθπαίδεπζεο «Δ. Γ. ΢ηνγηάλλε» ιόγσ ηεο πνιπεηνύο δηδαζθαιίαο ηνπ καζήκαηνο. 

Απεπζύλεηαη ζε καζεηέο ηεο Β’ ιπθείνπ. Δπί πιένλ, ηνλίδνπκε εδώ όηη ην παξόλ 

ζύγγξακκα απνηειεί έλα ρξήζηκν θαη εύρξεζην βνήζεκα αλαθνξάο γηα θαζεγεηέο 

ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο πνπ εξγάδνληαη είηε ζην δεκόζην, είηε ζηνλ ηδησηηθό 

ηνκέα. Από παηδαγσγηθήο απόςεσο, εθηόο ηεο πξνθαλνύο ρξεζηκόηεηαο ηνπ βηβιίνπ 

απηνύ, πηζηεύνπκε όηη δξα θαη αλαδξνκηθά σο εκπέδσζε θάπνησλ ζεσξεηηθώλ 

καζεκαηηθώλ γλώζεσλ, πνπ ζην παξειζόλ ίζσο θαίλνληαλ άλεπ αληηθεηκέλνπ. 

Ο ζπγξαθέαο 
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Κεθάιαην 1 

Γηαλπζκαηηθόο ινγηζκόο 

1.1.1. Η έλλνηα ηνπ δηαλύζκαηνο 

1.1.2. ΢ηνηρεία ζεσξίαο 

Σν Α νλνκάδεηαη αξρή θαη ην Β πέξαο ηνπ δηαλύζκαηνο, ελώ ην δηάλπζκα 

ζπκβνιίδεηαη  . Δπίζεο, ρξεζηκνπνηνύκε κηθξά γξάκκαηα γηα ηνλ ζπκβνιηζκό ησλ 

δηαλπζκάησλ, όπσο , , ,u v   θ.α. 

Όηαλ ηα άθξα ηνπ δηαλύζκαηνο ηαπηίδνληαη, ηόηε ην δηάλπζκα νλνκάδεηαη κεδεληθό 

θαη ζπκβνιίδεηαη 0 . 

 Ζ επζεία, ζηελ νπνία αλήθεη έλα δηάλπζκα νλνκάδεηαη θνξέαο ή δηεύζπλζε ηνπ

δηαλύζκαηνο.

Όηαλ δύν δηαλύζκαηα ,   αλήθνπλ ζηνλ ίδην θνξέα ή ζε παξάιιεινπο θνξείο

νλνκάδνληαη παξάιιεια ή ζπγγξακκηθά, θαη γξάθνπκε   .

Οξηζκόο : Γηάλπζκα νλνκάδεηαη έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επζύγξακκν ηκήκα, δειαδή έλα 

ηκήκα ηνπ νπνίνπ ηα άθξα ζεσξνύληαη δηαηεηαγκέλα. 
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1.2. Πξάμεηο  κεηαμύ  δηαλπζκάησλ 

1.2.1. ΢ηνηρεία ζεσξίαο 

Πξόζζεζε δηαλπζκάησλ 

Έζησ ,   δύν δηαλύζκαηα ζην επίπεδν. Γηα λα πξνζζέζνπκε ηα δηαλύζκαηα 

εξγαδόκαζηε σο εμήο: 

1νο ηξόπνο 

Θεσξνύκε ζεκείν Ο θαη ηα δηαλύζκαηα     θαη   . Σόηε ην δηάλπζκα 

  είλαη ην άζξνηζκα ησλ ,   θαη ζπκβνιίδεηαη   . 

2
νο

 ηξόπνο (Καλόλαο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ)

Θεσξνύκε ζεκείν Ο θαη ηα δηαλύζκαηα   ,    θαη ζρεδηάδνπκε ην 

παξαιιειόγξακκν ΟΑΓΒ. Σόηε ην δηάλπζκα   είλαη ην άζξνηζκα   . 

Αθαίξεζε δηαλπζκάησλ 

Έζησ ,   δύν δηαλύζκαηα ζην επίπεδν. Γηα λα αθαηξέζνπκε ηα δηαλύζκαηα 

εξγαδόκαζηε σο εμήο: 
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΢πλζήθε παξαιιειίαο δηαλπζκάησλ 

Γηαλπζκαηηθή αθηίλα κέζνπ ηκήκαηνο 

Αλ  Μ  ην κέζν ηεο πιεπξάο  ΒΓ  ηξηγώλνπ ΑΒΓ, ηόηε ηζρύεη: 

 
1

2
  

Γξακκηθόο ζπλδπαζκόο δηαλπζκάησλ 

Έλα δηάλπζκα u  νλνκάδεηαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ δηαλπζκάησλ ,  , όηαλ 

ππάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί ,  , έηζη ώζηε u    . 

1.2.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Δζησ  Μ, Ν ηα κέζα ησλ πιεπξώλ  ΑΒ  θαη  ΒΓ  ελόο ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  θαζώο θαη

ηα δηαλύζκαηα      θαη    . Να απνδείμεηε όηη ηα επζύγξακκα

ηκήκαηα  ΜΓ, ΝΔ  θαη  ΑΓ  έρνπλ θνηλό κέζν.

2. Αλ γηα ηα ζεκεία  Α, Β, Γ, Γ, Δ ηζρύνπλ νη ηζόηεηεο    ,  λα

δείμεηε όηη ην Γ είλαη κέζν ηνπ ΓΔ.

Θεώξεκα : Γύν δηαλύζκαηα  είλαη παξάιιεια, αλ θαη κόλν αλ, ππάξρεη αξηζκόο 

, έηζη ώζηε : . 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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3. Γίλεηαη ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ. Να βξείηε ηα δηαλύζκαηα:

α)  =                                 β)   =

γ)  = δ)   =  

ε)   = ζη)   = 

4. Να εθθξάζεηε ην δηάλπζκα x  σο ζπλάξηεζε ησλ άιισλ δηαλπζκάησλ ζηα

ζρήκαηα πνπ δίλνληαη:

5. i)΢πκπιεξώζηε ηα θελά κε έλα γξάκκα ώζηε κε βάζε ην παξαθάησ ζρήκα λα 

αιεζεύνπλ νη ηζόηεηεο: 

α) ....  β) ....      

γ) .... δ) .... ε) ....

ii) ΢πκπιεξώζηε ηα θελά κε έλα δηάλπζκα ώζηε κε βάζε ην  παξαθάησ λα

αιεζεύνπλ νη ηζόηεηεο 

α) .....  β) .......   γ) .....  

δ)  ......  ε) ....  

6. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν  ΑΒΓΓ. Να θαηαζθεπαζηνύλ ηα δηαλύζκαηα  , 

πνπ νξίδνληαη από ηηο ηζόηεηεο:      ,      θαη λα δεηρζεί 

όηη:     .         

Α
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Κεθάιαην 2 

Η Δπζεία ζην Δπίπεδν 

2.1. Δμίζσζε Δπζείαο 

2.1.1. ΢ηνηρεία ζεσξίαο 

΢πληειεζηήο δηεύζπλζεο επζείαο 

Θεσξνύκε ζύζηεκα αμόλσλ xy  θαη επζεία  . Ζ γσλία   πνπ ζρεκαηίδεηαη όηαλ ν 

εκηάμνλαο x  ζηξέθεηαη θαηά ηε ζεηηθή θνξά κέρξη λα ζπκπέζεη κε ηελ επζεία  , 

νλνκάδεηαη γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε επζεία ε κε ηνλ άμνλα x΄x. 

Γηα ηε γσλία     ηζρύεη:  0 00 180  . 
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 Ζ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα y y  θαη δηέξρεηαη από

ζεκείν κε ηεηκεκέλε 
0x , δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

2.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(2,1) θαη είλαη:

α) Παξάιιειε ζην δηάλπζκα  1 2011,0  .

β) Κάζεηε ζην δηάλπζκα  2 3,0  .

γ) Παξάιιειε ζηελ επζεία 2 3y x   .

δ) ΢ρεκαηίδεη γσλία 
4


   κε ηνλ άμνλα x x . 

2. Γίλνληαη ηα ζεκεία  Α(8,0)  θαη  Β(0,4)  ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ.

α) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ νξίδεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ Ο

θαη ην κέζν  Γ  ηνπ ηκήκαηνο  ΑΒ.

β) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο    πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  Γ  θαη

είλαη θάζεηε ζηελ επζεία  ΟΓ.
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2.2. Γεληθή Μνξθή Δμίζσζεο Δπζείαο 

2.2.1. ΢ηνηρεία ζεσξίαο 

Γηάλπζκα παξάιιειν ή θάζεην ζε επζεία 

2.2.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη ε εμίζσζε    2 2 1 3 0.x y          Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο

ηνπ   παξηζηάλεη επζεία γξακκή. Πόηε ε επζεία απηή είλαη παξάιιειε ζηνλ

άμνλα x x  θαη πόηε είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα y y ;

2. Γίλεηαη ε εμίζσζε      2 2 22 1 3 1 2 2 0x y              . 

Να δείμεηε όηη: 

α) Ζ παξαπάλσ εμίζσζε παξηζηάλεη επζεία γηα θάζε πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ  . 

β) Όιεο νη επζείεο πνπ νξίδνληαη από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, δηέξρνληαη από ην 

ίδην ζεκείν γηα θάζε ηηκή ηνπ  . 

3. Γίλεηαη ε εμίζσζε  (ι
2
1)x+2ιyι

2
2ιγ = 0, όπνπ  ιΗR  θαη  γ  πξαγκαηηθή

ζηαζεξά.

α.Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε ηηκή ηεο παξακέηξνπ ι ε εμίζσζε παξηζηάλεη

επζεία γξακκή. 

Θεώξεκα: Κάζε επζεία έρεη εμίζσζε ηεο κνξθήο  κε  ή 

 θαη αληηζηξόθσο, θάζε εμίζσζε απηήο ηεο κνξθήο παξηζηάλεη επζεία. 

 Ζ επζεία κε εμίζσζε  είλαη παξάιιειε ζην δηάλπζκα    

. 

 Ζ επζεία κε εμίζσζε  είλαη θάζεηε ζην δηάλπζκα 
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2.3. Δκβαδόλ Σξηγώλνπ 

2.3.1. ΢ηνηρεία ζεσξίαο 

Απόζηαζε ζεκείνπ από επζεία 

Έζησ ε επζεία κε εμίζσζε : 0x y      θαη ζεκείν Μ  0 0,x y . Σόηε ε 

απόζηαζε ηνπ Μ από ηελ επζεία δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

Δκβαδόλ ηξηγώλνπ 

Σν εκβαδόλ ηξηγώλνπ κε θνξπθέο ηα ζεκεία    1 1 2 2, , ,x y x y   θαη  3 3,x y

δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

2.3.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλνληαη ηα ζεκεία Α(1,3), Β(-2,2) θαη ε επζεία :3 0x y    ,  .

α) Αλ ε απόζηαζε ηνπ Α από ην Β είλαη ίζε κε ηελ απόζηαζε ηνπ Α από ηελ

επζεία  , λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ  .

β) Γηα ηελ ηηκή 4  , λα βξείηε:
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2.4. Δπαλαιεπηηθέο  αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε Α(1,2), Β(2,4) θαη Γ(4,0). Να βξεζνύλ:

α) Ζ δηάκεζνο ΑΜ.   β) Σν ύςνο ΑΓ.

γ) Σν εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΜΓ.

2. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ νπνίνπ δίλνληαη ε θνξπθή Γ(-4,3), θαη νη εμηζώζεηο ηνπ

ύςνπο ΒΓ: 3 2 2 0x y    θαη ηεο δηακέζνπ ΒΜ: 2 0x y   . Να βξεζνύλ:

α) Ζ εμίζσζε ηεο πιεπξάο ΑΓ.

β) Οη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθώλ Α θαη Β.

3. ΢ην θαξηεζηαλό επίπεδν xy  δίλνληαη ηα ζεκεία Α(2,0), Β(4,5) θαη Γ(6, ) κε

 10   .

α) Να δείμεηε όηη ηα ζεκεία Α, Β, Γ δελ είλαη ζπλεπζεηαθά. 

β) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε ηεο επζείαο   ηεο δηακέζνπ πνπ θέξνπκε από ηελ 

θνξπθή Β ηνπ ηξηγώλνπ είλαη 4x  . 

γ) Να πξνζδηνξίζεηε ηελ θνξπθή Γ, αλ ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ είλαη 8  η.κ. 

δ) Γηα 2  , λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηνπ ύςνπο   πνπ θέξνπκε από ηελ θνξπθή 

Α,θαζώο θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Γ, πνπ ηέκλνληαη νη επζείεο   θαη  . 

4. Γίλεηαη ε εμίζσζε   : 2 5 2 1 0C x y x y        κε   .

α) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε  C  παξηζηάλεη επζεία γηα θάζε ηηκή ηνπ .  

β) Να δείμεηε όηη όιεο νη επζείεο πνπ παξηζηάλεη ε  C  δηέξρνληαη από ζηαζεξό 

ζεκείν  Ρ  ην νπνίν λα βξεζεί. 

γ) Να βξείηε ην   ώζηε ε αληίζηνηρε επζεία πνπ πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε  C  

λα είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία  : 7 11 2010 0.x y     

δ) Να βξεζεί ε απόζηαζε ηνπ ζηαζεξνύ ζεκείνπ  Ρ  ηνπ β εξσηήκαηνο από ηελ 

επζεία  :5 12 23 0x y    . 

5. Γίλνληαη ηα ζεκεία  Α(1,-1),  Β(0,2)  θαη  Ν  1, 2   ,  ,   .
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Κεθάιαην 3 

Κσληθέο Σνκέο 

3.1. Ο Κύθινο 

3.1.1. ΢ηνηρεία ζεσξίαο 

Ζ εμίζσζε θύθινπ πνπ έρεη θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ νξζνθαλνληθνύ 

ζπζηήκαηνο xy  θαη αθηίλα 0   είλαη:  

Δμίζσζε εθαπηνκέλεο 

Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο θύθινπ κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ Ο θαη αθηίλα 

  ζε ζεκείν ηνπ Μ  1 1,x y  είλαη:

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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Παξαηήξεζε: 

 Όηαλ 2 2 4 0     , ηόηε ε εμίζσζε 2 2 0x y x y      παξηζηάλεη ην 

ζεκείν ,
2 2

  
   
 

. 

 Όηαλ 2 2 4 0     , ηόηε ε εμίζσζε 2 2 0x y x y      είλαη αδύλαηε. 

3.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλνληαη ηα ζεκεία  Α(-1,0)  θαη  Β(1,0). Να απνδείμεηε όηη ην ζύλνιν ησλ

ζεκείσλ  Μ  ,x y   γηα ηα νπνία ηζρύεη  
2 2 4   , βξίζθνληαη ζε θύθιν

ηνπ νπνίνπ λα βξείηε ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα. 

2. Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηνκέλσλ ηνπ θύθινπ  2 2: 4C x y  ,νη νπνίεο: 

α) Δίλαη παξάιιειεο ζηελ επζεία  : 3y x   . 

β) Δίλαη θάζεηεο ζηελ επζεία  : 2 1.y x    

γ) Γηέξρνληαη από ην ζεκείν  Α(3,0). 

3. Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ θύθινπ x
2
+y

2
=2 ε νπνία:

α) Γηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(
2 6

,
2 2

), β) Γηέξρεηαη από ην ζεκείν Β( 2 ,0) 

γ) Γηέξρεηαη από ην ζεκείν Γ(0,- 2 ), δ) ΢ρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ γσλία 45
0

ε) Δίλαη θάζεηε ζηελ επζεία  2x+y+2=0, ζη) Γηέξρεηαη από ην ζεκείν  Γ(2,0) 

4. Έλαο θύθινο έρεη θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη εθάπηεηαη ζηελ επζεία

:3 4 25 0.x y     

α) Να βξεζεί ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ. 

β) Να βξεζνύλ νη εμηζώζεηο ησλ εθαπηνκέλσλ ηνπ θύθινπ, νη νπνίεο είλαη 

παξάιιειεο ζηελ επζεία  : 4 3 2 0x y    . 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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3.2. Η Παξαβνιή 

3.2.1. ΢ηνηρεία ζεσξίαο 

Οξηζκόο: Έζησ επζεία   θαη ζεκείν Δ εθηόο απηήο. Σν ζύλνιν ησλ ζεκείσλ 

 ,x y πνπ ηζαπέρνπλ από ηελ επζεία θαη ην ζεκείν νλνκάδεηαη παξαβνιή,

δει.                                                ,d   

Σν ζεκείν Δ  νλνκάδεηαη εζηία θαη ε επζεία   δηεπζεηνύζα ηεο παξαβνιήο. 

Σν κέζν ηεο απόζηαζεο ηεο εζηίαο από ηε δηεπζεηνύζα είλαη ζεκείν ηεο παξαβνιήο 

θαη νλνκάδεηαη θνξπθή ηεο. 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο εμίζσζεο ηεο παξαβνιήο, ζα αζρνιεζνύκε κε δύν 

πεξηπηώζεηο:  

1
ε
 πεξίπησζε

Ζ θνξπθή ηεο παξαβνιήο είλαη ε αξρή ησλ αμόλσλ Ο θαη ε εζηία βξίζθεηαη ζηνλ 

άμνλα x x . 

Θεσξνύκε ην ζεκείν ,0
2

p 
 
 

 σο εζηία θαη ηελ επζεία :
2

p
x    σο δηεπζεηνύζα, 

όπνπ p . 

Σόηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαβνιήο είλαη: 

Ζ εμίζσζε ηεο παξαβνιήο είλαη:    
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Παξαηεξήζεηο: 

 Ο άμνλαο y y  είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο παξαβνιήο.

 Ζ παξαβνιή βξίζθεηαη ζην εκηεπίπεδν πνπ νξίδνπλ ν άμνλαο x x  θαη ε εζηία.

Δθαπηνκέλε παξαβνιήο 

Έζησ ε παξαβνιή κε εμίζσζε 2 2y px  θαη ζεκείν ηεο  1 1,x y . Σόηε ε εμίζσζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ηεο παξαβνιήο ζην Μ είλαη: 

Αληηζηνίρσο, αλ ε εμίζσζε ηεο παξαβνιήο είλαη 2 2x py , ηόηε ε εμίζσζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζε ζεκείν ηεο  1 1,x y  είλαη:
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Αζύκπησηεο ππεξβνιήο 

Έζησ ε ππεξβνιή κε εμίζσζε 
2 2

2 2
1

x y

 
  . Οη επζείεο 1 : y x





  θαη 2 : y x





 

νλνκάδνληαη αζύκπησηεο ηεο ππεξβνιήο. 

Αλ ε ππεξβνιή έρεη εμίζσζε 
2 2

2 2
1

y x

 
  , ηόηε νη αζύκπησηεο ηεο ππεξβνιήο είλαη 

νη επζείεο  1 : y x





   θαη  2 : y x





  . 
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Δξσηήζεηο  θαηαλόεζεο 

I. Nα βξείηε πνηεο από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο είλαη ζσζηέο θαη πνηεο 

ιαλζαζκέλεο: 

1. Σν ζεκείν  (1,-1)  αλήθεη ζηνλ θύθιν κε εμίζσζε 2 2 2.x y  ΢ Λ 

2. Ο θύθινο κε εμίζσζε 2 2 4x y   θαη ε επζεία 2y x  

εθάπηνληαη. ΢ Λ 

3. Ζ εμίζσζε 2 2 2 0x y    ,    είλαη εμίζσζε θύθινπ. ΢ Λ 

4. Ο θύθινο κε θέληξν ζηελ επζεία  y x   θαη αθηίλα  

έρεη πάληα εμίζσζε ηεο κνξθήο    
2 2 2:C x y      ,

  . ΢ Λ   

5. Ζ εμίζσζε 2 2 2 3 4 0x y x y         κε 

2 24 9 16 0      παξηζηάλεη θύθιν. ΢ Λ 

6. Σα ζεκεία  Α(4,2)  θαη  Β(-2,2)  είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο

ην θέληξν ηνπ θύθινπ κε εμίζσζε    
2 2

: 1 2 9.C x y    ΢ Λ 

7. Ο θύθινο  
22: 2 5C x y     ηέκλεη ηελ επζεία

: 2 2x y    ζε δύν αληηδηακεηξηθά ζεκεία. ΢ Λ      

8. Ο θύθινο κε εμίζσζε     
2 2

2 2 4x y   

εθάπηεηαη ζηνπο άμνλεο  x x  θαη  .y y  ΢ Λ 

9. Ζ επζεία  4x   εθάπηεηαη ηνπ θύθινπ κε εμίζσζε

   
2 2

: 1 4 25.C x y    ΢ Λ     
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Θεσξία Αξηζκώλ 

4.1. Η Μαζεκαηηθή Δπαγσγή 

4.1.1. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να δείμεηε όηη γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην   ηζρύεη:

α)     1 5 9 ... 4 3 2 1        

β)   
 3 1

2 5 8 ... 3 1
2

 



     

γ)   
  1 4 1

1 2 3 4 5 6 ... 2 1 2
3

  
 

 
        

δ)     
3 23 3 3 22 4 6 ... 2 2 1       

ε)  
  

1 1 1 1
...

1 3 3 5 5 7 2 1 2 1 2 1



  
    

     

ζη) 
2 3

1 2 3 2
... 2

2 2 2 2 2 

  
     

2. Να δείμεηε όηη:

α)  3 3 1     γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην .  

β)  2 1     γηα θάζε αθέξαην  1.   
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Γεληθά ζέκαηα 

1. Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  ,    γηα ηα νπνία ηζρύνπλ   , 2
3


    θαη 

2 2    . 

α) Να ππνινγίζεηε ην  .   

β) Να δείμεηε όηη:  
3

2
  . 

γ) Αλ γηα ην δηάλπζκα     ηζρύεη   
2 2

4 4       ,  λα δείμεηε όηη  2 .   

2. Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  ,    γηα ηα νπνία ηζρύεη  πξνβ 2

      θαη 

 πξνβ

    .

α) Να δείμεηε όηη:  2  . 

β) Να βξείηε ηε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ  ,  . 

γ) Αλ 1  , λα ππνινγίζεηε ηα κέηξα ησλ δηαλπζκάησλ  2008     θαΗ  

.     

3. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν  ΑΒΓΓ  κε  ΑΒ = 2ΑΓ. Αλ    ,    , Μ  ην

κέζν ηεο  ΓΓ  θαη  Ν  ην κέζν ηνπ  ΑΜ, ηόηε:

α) Να εθθξάζεηε ηα  ,    σο γξακκηθνύο ζπλδπαζκνύο ησλ  , .   

β) Να δείμεηε όηη     . 

γ) Αλ    0, 60    λα δείμεηε όηη  3     θαη λα βξείηε ηελ  ˆ .

δ) Να δείμεηε όηη  
3

πξνβ .
4



   

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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